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 §1 -A 矩阵的概念与性质 

任给数域 P 上 n维空间V 上线性变换 A ，已定义过 P 上 A 的多项式．即对任意

1
1 1 0( ) ] ( ) k k

k kf P f a a a a     
     [ ,  ，称 

1
1 1 0( ) k k

k kf a a a a 
    A A A A  

为A 的一个多项式，其中 为 V上恒等变换. ( )f A 仍是 V上线性变换．引入 

定义 1 对 P 上任意 矩阵 ×( ) ( ( )) ( )ij m l ija a  K 是 P [ ]中多项式．可令 ( ) K A  

( ( ))ija A ，称它为 P上的一个 -A 矩阵． 

例如 

 
2 2

3 3

1 1
( ) , ( ) .

3 3

   


  
      

    
    

　
A A

A
A A

K K  

又如设 ( ) λ  F E B ，称为 B 的特征矩阵，设 ×= ( )ij m nbB 则 
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   
      
 
 
   




 


F E B =  

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) =

n

n

n n nn

b b b

b b b

b b b

  
  

  

   
    
 
 

   




 


F

A
A

A

A

 

由于矩阵运算及行列式定义中只用到元素的加法，乘法．而A 的多项式有加法和乘法

与 矩阵一样， A 矩阵也有加法，乘法及“数量”乘法（用A 的多项式作元素与 -A
矩阵，甚至数字矩阵作“数量”乘法），也有与数字矩阵，  矩阵类似的运算性质．也能

定义 -A 矩阵的行列式，有着与数字行列式相同的性质. 

用矩阵运算可以表达前面的 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

( )

n

n

n n nn

b b b

b b b

b b b

  
  



  

   
      
 
 

   




 


A
A

A A

A

F E B  

我 们 知 道 对 ( ) ( ) [ ]f λ ,g λ P λ ， 令 ( ) ( ) ( )h λ = f λ + g λ ， ( ) ( ) ( )p f g   就 有

( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )h f g p f g  A A A A A A  

不仅如此，对   矩阵 ( ) , ( )m k m k  K L ，若 ( ) ( ) ( )   H K L ，则 ( ) ( )A AH K  
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( )L A ．又对 ( ) , ( )m s s k  K L ，若 ( ) ( ) ( )m k   M K L ，则 ( ) ( ) ( )A A AM K L ．(请读

者验证)． 

对 V上的一个线性变换A ，它在基 1 2, , , n   下有矩阵 TA ，即 

T
1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ,     = ( ),n n ija      A A A     （1） 

或写成 

 

1 11 1 12 2 1 11 1 12 2 1
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       
      
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       

       

       

 
 


 

A

A

A

 

这组式子可以用一个左形式表达式来表示  

 

1 1

2 2

nn

 
 



   
   
      
     

  

 
A A  （2） 

或 
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n

n

n n nn n
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  
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   

     
          
       




  


A
A

A

O  

这个式子可用下列 A 矩阵的形式表达式表示 

 

1

2( ) =

n

ε

ε
ε

ε

 
 
 
 
  
 


A E A O-  （3） 

（1）与（2）相比，（2）可以用 A 矩阵的形式表达式（3）写出，而（1）则不能，这是

表达式（2）的好处． 

表达式（1）中的矩阵 TA 是A 在基 1 2, , , n   下的矩阵，而表达式（2）中的矩阵 A 称

为A 在基 1 2, , , n   下的左矩阵（出现在基 1 2, , , n   的左边）.A 在同一基下的矩阵 TA 和

左矩阵 A 互为转置.它们有相同的特征多项式．由于A 在不同基下矩阵是相似的，则它们的

转置也是相似的．即A 在不同基下的左矩阵也相似．故A 在任何基下的矩阵及左矩阵的特

征多项式都相等，都是A 的特征多项式． 

（3）的左端的写法是一种形式写法．这是 A 矩阵与向量元素的列矩阵的“乘法”．这

不是 A 矩阵的乘法．数字矩阵与向量元素矩阵也有过类似的乘法，当时称为形式写法．现

在类似地引入 A 矩阵的形式写法．对任意 A 矩阵 ( ) = ( ( ))ij m nk A AK 将下列等式 
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11 1 11

21 1 22

n 1 1

( ) ( )

( ) ( )
( ) .

( ) ( )

n n

n n

m mn n

k k

k k

k k

 
 

  

   
          
         




  


A A

A A
A

A A

K  （4） 

也称为 A 矩阵的形式写法．与数字矩阵的形式写法一样有下列性质： 

（1）

1 1

2 2( ( ) ( )) ( ) ( )m s s k

k k

 
 

 

 

    
    
         
            

 
A A A AK L K L  

（2）

1 1 1

2 2 2[ ( ) ( )] ( ) ( )m k m k m k m k

k k k

  
  

  

   

     
     
           
          
     

  
+A A A AK L K L  

（3） ( )f A 是 A 多项式，则

1 1

2 2( ( ) ( )) ( ) ( )

k k

f f

 
 

 

    
    
         
            

 
A A A AK K  

但是 A 矩阵的形式表达式与数字矩阵形式表达式也有不同性质．例如数字可逆阵

n nT ，对基 1, , n  作 

 

1 1

2 2
n n

n n

ε

ε

ε








   
   
      
      
   

 
T ． 

则 1 2, , , n   仍为一组基．但对于可逆的 A 矩阵 ( )n nAK （即存在 A 矩阵 ( )n nAL 使

( ) ( ) = ( ) ( ) =A A A AK L L K E ）对基 1 n  作形式写法 

 

1 1

2 2( ) .

n n

ε

ε

ε






   
   
      
      
   

 
AK  

则 1 2, , , n   不一定是基，甚至有些 i 可以为零． 

例.设 
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2 2

3 3

4 6 15 1 3 5

1 3 5 , ( ) 0 1 1

1 2 4 0 0 1

  
  
 

         
               

            

A Q  
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( ) = 1| |Q ．故是可逆   阵．设 ( ) ( ) = ( ) ( ) =   Q L L Q E 则 ( ) ( ) = ( ) ( )A A A AQ L L Q  

= E ．即 ( )AQ 是可逆 A 矩阵．但 
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2 2 2 3

3 3 3

1 1 2 3 2 3

2 3 2 3

3 3
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( )

( ( 3 5 ) 3 5
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       
          

     
     

        
         
   
   

0

Q

A

A

 

1  0得 ． 

§2 若当标准形的几何理论 

先对若当形作一些几何刻画． 

引理 1 对复数域上 n维空间V 上线性变换A ，下列是等价的： 

（1）A 在某基 0 1 2 1, , , , n     下的矩阵是若当块 

 

0

0

0

0

0

0 0 0 0

1 0 0 0

( , ) ,

0 0 1 0

0 0 0 1
n n

n










 
 
 
 
 
 
 
 




 



J  

（2） 1
0 0 0 0 0, ( ) , , ( )n       A A 是基，且 0( )n  是 0 对于 A 的最小零化多项

式（最低次的使 0( )f   0A 的首 1 多项式） 

（3） 0 0[ ] { ( ) | ( ) [ ]}V P f f P     A A ，且 0( )n  是 0 对于A 的最小零化多项式． 

证（1）⇒（2）：由假设 0 0  ， 1 0 0( )    A ， 2
2 0 1 0 0( ) ( )          A A ，

1
1 0 0( )nn   
  A ． 0 0 0 1( ) ( )n

n          0A A  

设任何  1 1
0 1 1 0 1 0 1 0( ) ( )n n

n nl l l k k k      
                （5） 

若     1 1
0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0( ) ( ) ( ) 0n n

n nl l l k k k         
           A A A A  

1
0 0 0, ( )n     A 是基 1 0 0nk k     
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1 1 1 0n n nk l l     则 2 2
0 1 2 0 1 0 2 0( ) ( ) 0n n

n nl l l k k k      
             

2 2 0n nl k    ，继续下去可有 0 1 1 0nl l l     ． 

故 0( )n  是使 0( )f   0A 的最低次多项式，即为 0 对于A 的最小多项式． 

（2）⇒（3）． 任意 v V ， 

1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0( ) ( ) ( ( ) ) [ ]n n

n nv l l l l l P            
            A A A A ． 

即 0[ ]V P  A ．反包含是显然的， 0[ ]V P   A ． 

（3）⇒（1）． 0( )n  是 0 对于A 的最小零化多项式. 

任意 0[ ]v P  A ，有 0( )V f  A .作带余除法， 

 1
0 0 1 0 1 0( ) ( )( ) ( ), ( ) ( ) ( )n n

nf g k k k            
          

0 0( ) ( )v f    A A v 是 0 ， 1
0 0 0 0( ) , , ( )n      A A 的线性组合．又V 是 n维的，

它们必是基．又由 1
0 0 0( )[( ) ]n      A A O ．故A 在上述基下矩阵为 0( , )J n  

定理 1 V ,A 如上．则A 在某基下矩阵为若当形 

 

1 1

2 2

s s

( )

( )

( )

,k

,k

,k






 
 
 
 
 
 



J

J
A

J

=  （6） 

的充要条件是有 1, , s  使得 

 1[ ] [ ] ,sV P P   A A  （7） 

见每个 i 对A 的最小零化多项式是 ( ) ik
i  ． 

证 A 有形式（6） 1 sV W W   ，是不变子空间的直和，且每A |
iW
在 iW 上有

基使它的矩阵是 1( , )i i sk V W W    J ， [ ]i iW P  A ， i 对 A 的最小零化多项式是

( ) ik
i  ． 

由这个定理，要证明若当形存在，只要证明存在定理中的 A 循环子空间的直和分解． 

定义 2 设 P上线性空间V 的线性变换A ，W 是V 的一个不变子空间，若有 W 使

[ ]W P  A 就称W 为V 的一个A 循环子空间． 

引理 2 ,V A 如上， [ ]W P  A ， 的最小零化多项式为 ( )p  ．则维 ( ( ))W p    

证 设 ( ( ))p k  ．任何w W ， ( )w f  A ．作带余除法， 
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 1
0 1 1( ) ( ) ( ) ( ), ( ) .k

kf q p l l l         
       

则 

 1
0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .k

kw f q p l l l               A A A A A A A  

 是 1, , , k  A A 的组合． 

由于 的最小零化多项式为 ( )p  ，它是 k次的．没有小于等于 1k  次多项式 ( )  ，使

( )   0A .这等价于 1
1, , , k  A A 是无关的，即为W 的基．故W 为 ( ( ))k p   维的． 

下面先证明V 是 A 循环子空间的直和的一个条件．然后再进一步证明V 为定理 1 中

要求 A 循环子空间的直和． 

引理 3 1V A 如上．若有 1, , s V   使得 

（1） 1[ ] [ ] sV P P   A A  

（2）设每个 i 的最小零化多项式为 ( )ip  ，且
1

( ( ))
s

i
i

p 


  维V 则（1）的和是直和． 

证 维 [ ] ( ( ))i iP p  A （引理 2）．于是 

维
1 1

( ( ))
s s

i
i i

V p 
 

    维 ( [ ] )iP A  

由第六章定理*11 知（1）的和是直和． 

定理 2 ,V A 如上，则V 是 A 循环子空间的直和 

证 取 1 2, , , n   为基，设 

 

1 1
1

2 2( )

n
n n

 


 



 

   
     
                  

   


 

或A AA E A O  （8） 

对 E A，有 ( ), ( ) P QP 可逆使 

 

1

2

( )

( )
( )( ) ( )

( )n

h

h

h




  



 
 
  
 
 
 


P E A Q  （9） 

由（8） 

                                                        
*
见北大编高等代数 
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1 1

2 21

1 1 1 1

2 2 2 21

( )( ) [ ( )( ) ( )] ( )

( )

( )
, ( ) ,

( )

n n

n n n n

h

h

h

 
 

 

 

  
  

  





   
   
      
   
   
   

      
      
       
      
      
      

 

   

O P E A P E A Q Q

Q

A A A A A A

A
A

A

A

 （10） 

由（10） 

 ( ) .i ih   0A  

( )ih  是 i 的零化多项式．设 ( )ip  是最小零化多项式则易知 ( ) | ( ), ( ( )) ( ( ))i i i ip h p h      .

再比较（9）两端的行列式，还有
1

( ( ))
n

i
i

h n


   维V  

又 

 

1
1

1 1

22 2
2

1

1
1

( )

( ) [ ] [ ] .

n

j j
j

n

j j
j

n n n

nj j
j

n

i ij j n
j

q

q

q

q P P


 

 

 


   









 
 
                                
 
 

    









 




A

A A A

Q

 

于是任 v V ， v 是 1, , n  的线性组合，故 1[ ] [ ] nv P P   A A 由此易知 V   

1[ ] [ ] nP P  A A ． 

即得 

维
1

n

i

V


  维
1 1

[ ] ( ( )) ( ( ))
n n

i i i
i i

P p h n  
 

      A 维V  

于是所有“”成为“=”． 

由此 

 
1

[ ] ,
n

i

V P


 维 维 维A  

得直和 1[ ] [ ] nV P P   A A ． 

又
1 1

( ( )) ( ( ))
n n

i i
i i

p h 
 

    及 ( ( )) ( ( )), 1,2, ,i ih p i n      得 ( ) ( ( ))i ip h    ．又因为

( ) | ( )i ip h  ，加上皆为首 1，故 ( ) ( )i ih p  是 i 对A 的最小零化多项式． 

最后若某 ( ) 1ih   ，则 1i i    0 ．删去这些 1 将剩下的 i ，重新编号为 1 2, , , s   ．则 
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 1[ ] [ ] sV P P   A A  

且各 i 对A 的最小多项式次数 1 ． 

定理 3 复数域上， ,V A 如上，则有 1, , t  使 

 1[ ] [ ] tV P P   A A  

且 i 对A 的最小零化多项式为 ( ) , 1ik
i ik   ． 

证 由定理 2 的结果．只要对每个 [ ] iP A 继续分解直至达到本定理的要求．我们先证

明下述引理． 

引理 4 P上线性空间V ，A 是V 上线性变换．W 是 A 循环子空间， [ ]W P  A ． 

 的最小零化多项式为 

 1 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ).sll l

sd p p p      

1 2( ), ( ), , ( )sp p p   是两两互素，首 1 不可约多项式．则有 1 2, , , s   使 

 1[ ] [ ] ,sW P P   A A  

且 i 的对于A 的最小零化多项式为 ( )il
ip  ． 

证 令 1 11
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 .i i sl l ll

i i i sm p p p p i s     
     作 ( ) , 1i im i s   A 则 i

的最小零化多项式是 ( )il
ip  ． 

又 1 2( ), ( ), , ( )sm m m   是互素，有 1 2( ), ( ), , ( )su u u   使 

 1 1 2 2 5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1su m u m u m          

就有 

 1 1

1 1 2 2 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ] [ ]
s s

s s s

u m u m

u u u P P

  
    

  
      


 

A A A A
A A A A A

 

推出 

 1 2[ ] [ ] [ ] [ ] .sW P P P P       A A A A  

又 

1

( [ ] )
s

i
i

P 

 A 维 1

1
1

( ( )) ( ( ) ( )) ( ( ))i s

s
l ll
i s

i

p p p d   


        维W （引理 2）， 

再由引理 3，得 

 1[ ] [ ] .sW P P   A A  

再回到定理 3 的证明．对每个 [ ] iP A 应用引理 4 由于是复数域，不可约多项式是一次
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的．引理 4 中各 ( )il
ip  必形为 ( ) il

i  ．故每个 [ ] iP A 可继续分解成定理 3 要求的直和．于

是V 也能分解成定理 3 要求的直和． 

定理 4 V 是复数域上 n维线性空间，A 是V 上线性变换．则有V 的基使A 在该基下

矩阵为若当形．且除去各若当块排列顺序外是唯一决定的． 

证 存在性是引理 1 与定理 3 的结果，下证唯一性．首先可计算任一若当块 0( , )kJ 的

不变因子和初等因子．对于 

 

0

0

0
0

0

0

1

1
( , ) .

1
k k

k












 
 
 
 

  
 
 
  
 

 


J  

0( , )k E J 的 k 级行列式因子为 0( )k  ，有 1k  级子式为 ( 1)k 故它的不变因子为

01,1, ,1, ( )k  ，唯一初等因子为 0( )k  ．即若当块被它的初等因子唯一决定．它设A 的

若当形为 

 

1 1

2 2

1 1 1

2 2 2

( )

( )

( )

( )

( )

( , )

s s

s s s

,k

,k

,k

k

k

k






 
 



 

 
 
 
 
 
 

 
  
 
 

 





J

J
A

J

E J

E J
E A

E J

=

=

 

它必等价于

1

2

1

2

1

1

( )

1

1

( )

1

1

( ) s

k

k

k
s

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   









 

由第六章定理 11，后者的初等因子集是{( ) ,1 }ik
i i s    它也是 A 的，因而是A 的初等因
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子集．这样A 的若当形中若当块的集合由A 的初等因子集决定的，即A 的若当形中除去

若当块的顺序外是由A 唯一决定的． 

推论 复矩阵 A 一定相似于一个若当形矩阵，且其中各若当块除去顺序外由 A 唯一决

定． 

定理 5 复矩阵 n nA 与 n nB 相似的充要条件为 A 与 B 有相同的初等因子． 

证 充分性设 A 相似于若当形 

 

1 1

2 2

( )

( )

( , )s s

,k

,k

k






 
 
 
 
 
 

A

J

J
J

J

=  

由于 A 与 B 有相同初等因子组，故与 B 相似的若当形 

 

1 1

2 2

( )

( )

( )
s s

i i

i i

i i

,k

,k

,k







 
 
 
 
 
 
 

B

J

J
J

J

=  

其中 1 2, , , si i i 是 1,2, , s 的一个排列．任取 n 维复空间 V 及它的基
111 12 1 21, , , , ,k     

222 2 1 2, , , , , , ,
sk s s sk       ．作线性变换A ，使它在这组基下的矩阵为 AJ ．易见它在新基

1 1 1 2 2 21 2
1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,

i i s s si i i k i i i k i i sk            下的矩阵就是 BJ ．因此 AJ 与 BJ 相似，于是

A 与 B 相似． 

必要性 ,A B 相似，有T 使 1 T AT B ，即有 1( )    T E A T B ．于是  E A 与

 E B 等价．故 A 与 B 有相同的初等因子． 

推论 对 n级复矩阵 A 与 B ，下列为等价：（1）A 与 B 相似，（2） E A与 E B 等

价，（3） ,A B 有相同不变因子，（4） ,A B 有相同的初等因子． 

前面关于若当形存在性的证明是构造性的．它提供了计算若当形的具体步骤．说明如下． 

问题：给定复矩阵 n nB ，找 B 的相似变换使它变成若当形． 

步骤 1 取任意 n维复线性空间V 及它的任一组基 1 2, , , n   ．作线性变换A 使它在该

基下矩阵为 B ，即 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )n n      A B ．令 TA B 就有 

 

1 1 1

2 2 2, ( )

n n n

  
  



  

     
     
       
     
     
     

  
或A AA E A O  （11） 

步骤 2 按照定理 2 的证明找 ( ), ( ) P Q 可逆使 
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1

2

( )

( )

( )( ) ( )
( )

( )

s

n

h

h

h

h




  




 
 
 
 

   
 
 
  
 





P E A Q  

其中 1 2( ), ( ), , ( )sh h h   皆为非常数首 1 多项式，而 1( ) ( ) 1s nh h      

令 

 

1 1

2 21( ) .

n n

 
 

 



   
   
   
   
   
   

 
AQ  

i 的最小零化多项式为 ( )ih  ．因 1( ) ( ) 1s nh h     ． 11 1s n      0 ．又 1( ),h   

( )
2 ( ), , sh h   非常数，分别是 1, , s  的最小零化多项式， 11   0， 21 , ,1 s    0 0 ． 

由定理 2， 1[ ] [ ] sV P P   A A ． 

步骤 3 继续按引理 4 的方法分解各 [ ] iP A ． 

设 i 的最小零化多项式为 1
1( ) ( ) ( ) tll

i t ih         各不相同．令 ( ) ( ) /j im h   

( ) jl

j  ， ( ) , 1,2, ,ij j im j t   A ．则由引理 4， 

 1 2[ ] [ ] [ ] [ ] ,i i i itP P P P      A A A A  

且 ij 的最小零化多项式是 ( ) , 1,2, ,jl

j j t    ． 

步骤 4 对每个 [ ] ijP A ，用引理 1 的方法，取基使 [ ]|
ijP AA 在该基下的矩阵为若当块． 

因 ij 的最小零化多项式为 ( ) jl

j  ．则
12, ( ) ( ) , , ( ) jl

ij j ij j ij j ij           A A A

是 [ ] ijP A 的基，且 [ ]( ) 0 |j

ij

l

j ij P     AA A 在这组基下矩阵就是 ( , )j jJ l ． 

对每个 [ ] ijP A 都这样作．把各 [ ] ijP A 的上述基合起来是V 的基．A 在这组基下矩阵

就是一个若当形 J  

步骤 5 以上步骤中各 i 是可具体计算的， ij 可以计算及 ( ) ,1 1k
j ij jh l     A 也可

计算．即最后使 A 成若当形 J 的基可计算．设过渡矩阵为 T 即最后的新基是

1 2( )n   T ．A 在 1( )n  及新基下矩阵为 B 及 J ， 1 J T BT  
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计算举例．对矩阵 

 

0 1 2

3 8 14

3 6 10

 
   
  

B  

求T ，使 1T BT 为若当形 

解 （I）化为线性变换的问题 

取三维复线性空间V 及它的一组基 1 2 3, ,   ．作A 使 

 1 2 3 1 2 3( ) ( , , ).     A  

令 TA B ，可写成 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0 3 3

1 8 6

2 14 10

  
  
  

      
              

             

A A  （12） 

II，化 E A为对角形．可作多次初等变换来实现．为得到最后的 ( )Q ，我们记录下

每次所作的列变换． 

 

2
1 ( 8) 6

0 1 0

0 0 1

3 3 1 8 6 1 8 6

1 8 6 3 3 0 3 ( 8) 3 6

2 14 10 2 14 10 0 14 2( 8) 10 12

1 8 6 1 0 0

0 8 3 6 3 0

0 2 2 2


  
     

   


  

 
  

 
 
 
 

          
                      
                 

  
        
   

行变换 行变换

右乘

E A

2
1 0 0

0 1 0

0 1 1

2
2

1 0 0

0 1 0

0 1 1

8 3 6 3

0 2 2 2

1 0 0
1 0 0 1 0 0

1 1
0 ( 2) 6 3 0 2 0 1

2 2
0 2 0 0 2 1

0 0 ( 1)

1 0 0

1
0 1 1

2
0 (

  
 

      
    





 
 
 
  

 
 
 
  

 
     
   

 
     
                            

 



右乘

行变换 行变换

右乘

1 0 0

1
0 1 12 2 2 2

2

0 0 1

2

1 0 0

0 1 0

1
1) ( 1) 0 ( 1) ( 1)

2

1 0 0

0 1 0

0 0 ( 1)

   

 

 
 

        
 

                     

 
  
  

右乘

行变换

可得 
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2

2

1

1

2

3

1 0 0
1 ( 8) 6 1 0 0

1
( ) 0 1 0 0 1 0 0 1 ( 1)

2
0 0 1 0 1 0

0 0 1

1 0 0
1 0 0 1 8 6

1
( ) 0 1 1 0 1 0 0 1 1

2
0 1 1 0 0 1

0 0 1

1 8 6

1
0 1 1

2
0 2 1


 


 



 







      
                

 
       

                 
 

  
 
   
 
 
 

 
   
 
 

Q

Q

1
1

2

3

( )







 
 
 
 
 

Q A

 

由于 1 2,  的最小零化多项式为 1，故 1 2   0．而 3 2 32    ．于是 3[ ]V P  A ． 

III．继续分解 3[ ]P A ． 

3 的最小零化多项式 2( 1)   ． 3 1 2[ ] [ ] [ ]P P P    A A A 其中 2
1 3( )    A ，它

的最小零化多项式为．计算 

 2 2 2
1 2 3 2 3( ) (2 ) 2( ) ( ) .              A A A  

 

2

2

1 3 3 * * *

( ) 1 9 6 2 6 3

2 14 9 2 6 3


   
           
        

A  

 
2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

2( ) ( ) 2(2 6 3 ) ( 2 6 3 )

2 6 3

          
  

           
  

A A
 

1[ ]P A 是一维的．基就是 1，且 1 0 A ．
1[ ]|P AA 在基 1下的矩阵是一阶矩阵（0）． 

2的最小零化多项式为 2( 1)  ，
(12)

2 3 2 3 2 3 1 2(2 ) 2 2( 8               
由

A A A A  

3 1 2 3 2 36 ) 2 14 10 2 2           ． 

2[ ]P A 是二维的， 2的最小零化多项式为 2( 1)  ，则它的基是 2， 3 2( )     A  

(12)

2 3 2 3 1 2 3 2 32( ) 2 10 6 2( )               
由

A A 又 2 2
2 3( ) ( ) 0       A A ．于是

2[ ]|P AA 在基 2， 3下矩阵为 ( 1,2)J ． 
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最后A 在基 1， 2， 2 3( )    A 下矩阵为 

 

0 0 0

0 1 0

0 1 1

 
   
  

J 。 

基变换 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 0 2

( , , ) ( ) ( ) 6 2 10 ,

3 2 6

        
 
        
   

T  

相似变换为 

 1 ,J T BT  

即 

 

1
2 0 2 0 1 2 2 0 2 0 0 0

6 2 10 3 8 14 6 2 10 0 1 0

3 2 6 3 6 10 3 2 6 0 1 1

       
                  
                 

 

§3 -A 矩阵的两个应用 

这一节利用 A 矩阵工具证明两个已知结果． 

定理 6（哈密尔顿-凯莱定理） 设数域 P上 n维线性空间V 上线性变换A 的特征多项

式为 ( )f  ，则 ( ) 0f A ． 

证任给V 的一组基 1 2, , , n   ．设A 在 1 2, , , n   下的左矩阵为 A ，即 

 

1

2( )

n








 
 
  
 
 
 


A E A O  

则 | | E A 也是 A 的特征多项式．即 | | ( )f  E A ．设  E A的伴随矩阵为 ( )B ，它

的元素是 E A的 1n  级子式差一个符号，仍是的多项式，即 ( )B 是 矩阵．由行列

式理论 
 ( )( ) | | ( )f      B E A E A E E  

将A 代替上式中的，两端都作用到 T
1 2( , , , )n   上， 
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1

2( )( ) 0

n








 
 
   
 
 
 


左端 A AB E A  

则 

 

1 1

2 2

( )

( )
( ) 0.

( )n n

f

f
f

f

 
 

 

   
   
     
   
   
   

 
右端

A
A

A

A

 

即 ( ) , 1,2, ,if i n  0 A ．于是 ( )f A 是零变换， 

 ( ) 0.f A  

引理 5 设 n nA 是数字阵， ( )R 是 n级  阵，则存在 n级 阵 ( )l M ， ( )r M 及数

字阵 lR 及 rR 使 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
l l

r r

  
  

   
   

R M E A R

R E A M R
 

且这样的 ( )l M ， ( )r M ， lR 及 rR 由 ( )R 及 A 唯一决定． 

证 只证明 ( )l M 及 lR 的存在及唯一性．对 ( )r M 及 rR 的存在及唯一性，其证明是类

似的．将 ( )R 写成 

 1
1 1 0( ) ,m m

m m   
    R R R R R  

m R O ，所有 1 1 0, , , ,m m R R R R 皆为 n n 数字阵．又写待定的 1 2
1 2( ) m m

l m m   
  M M M  

1 1 0   M M ， 1mM ， 0 M 皆为待定的数字阵．则 ( ) ( )( )l l    R M E A M 的充分

必要条件是 

 

1 1

1 2 1 2 1 1

2 1 2 1 2 2

1 0 1 0 1 1

0 0 0 0

m m m m

m m m m m m

l l

 

     

 
   

   
   
   

 

或者R M M R

R M M A M R M A

R M M A M R M A

R M M A M R M A

R M M A R R M A

 

由右边这组式子可逐次求出 1 2 0, , , ,m m  M M M R 且是唯一决定的． 

定理 7 n nA 与 n nB 相似的充分必要条件是 E A与 E B 等价． 
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证 必要性 设 1B T AT ，则 1( )  =E B T E A T ，故等价． 

充分性 设 ( )P 与 ( )Q 可逆使 ( )( ) ( )     P E A Q E B ．取 P上 n维空间V ，基

1 2, , , n   ．作线性变换A 使得 

 

1 1 1

2 2 2( ) .

n n n

  
  



  

     
     
       
     
     
     

  
或A AA E A O  （13） 

由假设有 

 1( )( ) ( ) ( ).    A A A AP E A E B Q  （14） 

两端都作用到 T
1 2( , , , )n   上，由（13）左端为零，于是右端为零，即得 

 
1

1( ) ( ) .

n








 
   
 
 

A AE B Q O  （15） 

令 

 

1 1

2 21( ) ,

n n

 
 

 



   
   
   
   
   
   

 
AQ  

则

1

2( ) .

n








 
 
  
 
 
 


A E B O  

由引理 5 有 阵 ( )R 及数字阵 0V 使 

 1
0( ) ( )( ) V     Q R E A  （16） 

代入（14）式后，用A 代替，则 

 0( )( ) ( ) ( )( ) ( )V        A A A A A AP E A E B R E A E B  

将两端都作用于 T
1 2( , , , )n   ，用（13）得 

 

1

2
0( ) .

n

V








 
 
  
 
 
 


A E B O  （17） 

若 0V 是可逆的数字阵，则 
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1 1

2 2
0

n n

V

 
 

 

   
   
   
   
   
   

 
                          （17′） 

是一组基且 

 

1

2( )

n








 
 
  
 
 
 


A E B O  （18） 

这说明 是A 在基 1 2, , , n   下的左矩阵．A 与 B 是A 在不同基下的左矩阵，故 A 与 B 相

似． 

下面来证 0V 是可逆数字阵． 

用 ( )Q 乘（16）的两端得 

 0( ) ( )( ) ( ) .V     E Q R E A Q  

用A 代替后，两端同作用于 T
1 2( , , , )n   ，再用上（13），则有 

 

1 1 1

2 2 2
0( ) ( )

n n n

V

  
  

  

     
     
      
     
     
     

  
A AE Q Q  （19） 

用引理 5，有 阵 ( )N 及数字阵 0U 使 

 0( ) ( )( )    Q N E B U  

将A 替代上式中的，再将（19）式中 ( )AQ 中用替代A 后的上式右端代入，则（19）式

成为 

 

1 1 1

2 2 2
0( )( ) .

n n n

  
  



  

     
     
       
     
     
     

  
A AN E B U  

用（17′）及（18）则上式就是 

 

1 1

2 2
0 0 .

n n

 
 

 

   
   
   
   
   
   

 
U V  

1 2, , , n   是一组基， 0 0U V 又是数字阵，必有 0 0 U V E ．因此 0V 可逆，定理得证． 


